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Johdanto 
Symboliset laskimet olivat itselleni hieman vieras aihepiiri ennen pro gradu -tutkielman aloi-
tusta. Selvisin oman koulu-urani läpi funktiolaskimella, jolla onnistuivat lähinnä peruslas-
kutoimitukset, kuten potenssiin korottaminen, juuren otot, logaritmeilla ja trigonometrisilla 
funktioilla laskeminen. Yliopisto-opintojen aikana tutustuin symboliseen laskentaan Wol-
fram Alphan avulla. Tämän laskennallisen tiedon hakukoneen avulla voi suorittaa lausek-
keiden käsittelyä, yhtälöiden ratkaisua, derivointia ja integrointia symbolisesti.  
Symboliset laskimet ovat melko tuore puheenaihe matematiikan opetuksessa. Niitä on saa-
nut käyttää matematiikan ylioppilaskirjoituksissa vuoden 2012 keväästä alkaen (Ylioppilas-
tutkintolautakunta 2011). Törmäsin näihin laskimiin ensimmäistä kertaa pedagogisiin opin-
toihin kuuluvien opetusharjoitteluiden aikana. Pääsin tuolloin havainnoimaan, miten sym-
boliset laskimet vaikuttavat lukion matematiikan opetukseen. 
Huomasin, että gradun tekeminen aiheesta tarjoaisi minulle loistavan mahdollisuuden tutus-
tua aihepiiriin syvemmin. Mielenkiintoani lisäsi vastaan tullut Dimensio-lehden artikkeli 
vuodelta 2013. Artikkelissa Jukka Lehtonen, Lohjan Yhteislyseon lukion matematiikan leh-
tori, kävi läpi kevään 2013 pitkän matematiikan ylioppilaskokeen ja huomasi, että yhdeksän 
tehtävää niistä sai ratkaistua suoraan symbolisen laskimen avulla (Lehtonen ym. 2013, 1-6). 
Jäin pohtimaan sitä, miten symbolinen laskin vaikuttaa matematiikan opetukseen ja oppimi-
seen. Tämän kysymyksen pohdiskelu antoi alkusysäyksen tälle tutkielmalle. 
Suuntaviivat lukion matematiikan opetukselle antaa opetussuunnitelma. Uusi lukion opetus-
suunnitelma, joka astuu voimaan syksyllä 2016, tulee ohjaamaan matematiikan opetusta 
suuntaan, jossa tietotekniikan merkitys kasvaa. Tämä tarkoittaa väistämättä myös symboli-
sen laskennan integroimista opetukseen. Symbolinen laskenta on siis hyvin ajankohtainen 
aihe matematiikan lukio-opetukseen liittyvässä keskustelussa. Pro gradu -tutkielman teke-
minen aiheesta toimi itselleni motivaationa tutustua aihepiiriin. 
Tämän tutkielman tavoitteena on esitellä symbolisen laskimen pedagogisia mahdollisuuksia 
ja tutkia, mitä laskimilla voidaan tehdä integraalilaskennassa. Teoriatiedon tukemana on tar-
koitus löytää konkreettinen idea opetuskokeilulle, jossa hyödynnetään symbolista laskinta 
pitkän matematiikan integraalilaskennan opetuksessa.  
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Luvussa yksi on esitelty symbolista laskentaa yleisesti. Luvussa kaksi käydään läpi aiheesta 
tehtyjä opinnäytetöitä ja päädytään niiden johdattamana tämän tutkielman tutkimusnäkökul-
maan. Kolmannessa ja neljännessä luvussa on perehdytty matematiikan tutkimuksen teoreet-
tisiin viitekehyksiin ja matematiikan oppimisen taustalla olevaan teoriatietoon. Viidennessä 
luvussa käydään läpi lukion opetussuunnitelmaa integraalilaskennan osalta ja tutkitaan, mil-
laista integraalilaskentaa symbolisilla laskimilla ja GeoGebra-ohjelmistolla voi tehdä. Kuu-
dennessa luvussa on kuvailtu opetuskokonaisuus ja raportoitu suoritetusta opetuskokeilusta 
tehdyt havainnot. Seitsemännessä luvussa peilataan opetuskokeilusta tehtyjä havaintoja ta-
kaisin teoriatietoon ja pohditaan jatkotutkimuskohteita. 
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1 Symbolinen laskenta lukio-opetuksessa 
Tässä luvussa käydään läpi, mitä symbolisella laskennalla tarkoitetaan ja mikä symbolinen 
laskin on. Tämän jälkeen kerrotaan, miten tilanne lukio-opetuksessa on muuttunut ja missä 
vaiheessa symboliset laskimet on sallittu ylioppilaskokeissa. Lisäksi luvussa esitellään, mil-
laisia symbolisia laskimia opiskelijoilla on käytettävissään. 
1.1 Laskinten kehitys ja symbolinen laskin 
Ensimmäinen sähköinen taskulaskin julkaistiin vuonna 1970. Vuonna 1972 markkinoille tuli 
ensimmäinen tieteislaskin, joka sisälsi laskutikun ominaisuudet. Tällä laskimella onnistui 
potenssiin korottaminen, juurien ottaminen, logaritmeilla ja trigonometrisilla funktioilla las-
keminen. Ensimmäinen graafinen laskin julkaistiin vuonna 1986 ja se sisälsi tieteislaskimen 
lisäksi tietokonemaisen piirto-ominaisuuden. (Waits & Demana 2000, 2.) 
Symbolisella laskennalla tarkoitetaan symbolimuodossa tehtyä yhtälöiden ratkaisua, lausek-
keiden sieventämistä, derivoimista ja integroimista. Nimitystä CAS, Computer Algebra Sys-
tem, on ryhdytty käyttämään sellaisista ohjelmistoista, jotka sisältävät symbolisen laskennan 
mahdollisuuden. (Kivelä 2012, 1.) Tavalliset laskimet käsittelevät syötettyä tietoa numeeri-
sena. Symbolinen laskin kykenee puolestaan käsittelemään tietoa symbolisesti. (WICAS.)  
Ensimmäinen laskin, joka sisälsi symbolisen laskennan ominaisuuksia, ilmestyi vuonna 
1996 (Waits & Demana 2000, 2). Symbolinen laskin on siis graafinen laskin, joka sisältää 
symbolisen laskennan mahdollisuuden. Esimerkiksi laskinvalmistaja Casio kutsuukin las-
kinta nimellä symbolinen grafiikkalaskin (Casio 1). 
1.2 Symbolisten laskimien salliminen ylioppilaskirjoituksissa 
Symbolisen laskennan käyttö lukio-opetuksessa muuttui kertaheitolla, kun ylioppilastutkin-
tolautakunnan (YTL) linjauksen mukaan keväästä 2012 alkaen ylioppilaskokeissa sallittiin 
kaikki funktiolaskimet sekä graafiset ja symboliset laskimet (YTL 2011). Muutoksen tarkoi-
tuksena oli selventää vanhaa laskinohjetta ja antaa opiskelijoille paremmat mahdollisuudet 
hyödyntää uusinta laskinteknologiaa (Kinnunen 2012). Kokeen tehtävissä ei tapahtunut kui-
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tenkaan merkittävää muutosta, mikä aiheutti vastareaktion matematiikan opettajien keskuu-
dessa, sillä pelkällä symbolisen laskimen tehokkaalla käytöllä ylioppilaskokeesta oli mah-
dollista saada suuri määrä pisteitä (Lehtonen ym. 2013). 
Opettajat alkoivat vaatia ylioppilaskokeen rakenteen uudistumista, sillä perinteisessä ko-
keessa laskimen avulla sai liian suuren hyödyn. Matemaattisten Aineenopettajien Liiton 
(MAOL) suorittamassa kyselyssä, jossa vastaajina oli muun muassa lukio-opettajia, perus-
koulun opettajia ja korkeakoulun opettajia (N=102), peräti 75% vastaajista halusi, että ma-
tematiikan ylioppilaskokeen rakenteen pitäisi muuttua sellaiseksi, että se sisältäisi osion 
jossa CAS-laskimia ei saa käyttää. (Setälä 2013.) Ylioppilastutkintolautakunta reagoi asiaan 
ja ilmoitti syksyllä 2013 matematiikan ylioppilaskokeeseen tulevasta rakenneuudistuksesta. 
Keväästä 2016 alkaen kokeessa tulee olemaan osio, jossa laskimia ei saa käyttää lainkaan. 
Näin pyritään varmistamaan se, että matematiikan opetussuunnitelman mukaisia oppimista-
voitteita voidaan testata mahdollisimman tasapuolisesti. (YTL 2013.)  
Symbolisen laskennan mukaantulo liittyi myös ylioppilaskokeiden sähköistymiseen. Vuo-
den 2019 keväästä lähtien matematiikan ylioppilaskokeiden vastaukset tullaan tuottamaan 
tietokoneella (YTL 2014). Sen myötä päätelaitteen mukana tuomat ohjelmistot ovat helpom-
min kokelaan käytettävissä. Tämä mahdollistaa matematiikan opetuksessa erilaisten ohjel-
mistojen tehokkaamman hyödyntämisen ja näin ollen myös symbolisen laskennan käyttö-
mahdollisuus paranee. 
1.3 Symbolisen laskennan kämmenlaitteet ja ohjelmistot 
Opiskelijoiden saatavilla on kolmen eri laskinvalmistajan symbolisia laskimia: Casion, HP:n 
ja Texas Instrumentsin. Laskinvalmistajilla on valikoimissaan eri toimintoja sisältäviä las-
kimia ja myös laskinten hinnat vaihtelevat näiden toimintojen kattavuuden mukaan. Tässä 
tutkielmassa keskitytään Casion ja Texas Instrumentsin laskimiin siitä syystä, että ne ovat 
ainoat laskinvalmistajat, joiden ohjelmistot ollaan ottamassa tällä hetkellä (31.7.2015) mu-
kaan ylioppilaskirjoitusten tuettavaan päätelaitteeseen kevään 2019 matematiikan ylioppi-
laskirjoituksissa (YTL 2014). 
Näiden kahden laskinvalmistajan symbolisista laskimista käytetyimmät kämmenlaiteversiot 
ovat Casion ClassPad ΙΙ fx-CP400 ja Texas Instrumentsin TI-Nspire CX CAS. Molemmista 
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laskimista on saatavilla myös tietokoneohjelmistoversio, joka sisältää samat laskuominai-
suudet kuin kämmenlaite. Laskinten symbolisen laskennan ominaisuuksien avulla voidaan 
muun muassa: 
- ratkoa yhtälöitä, epäyhtälöitä ja yhtälöryhmiä symbolisesti, 
- jakaa muuttujalausekkeita tekijöihin ja laventaa niitä, 
- täydentää muuttujalausekkeita neliöiksi, 
- laskea vektoreiden peruslaskutoimituksia ja skalaarituloja, 
- derivoida ja integroida symbolisesti, 
- laskea raja-arvoja, 
- laskea tarkkoja ratkaisuja irrationaalimuodossa. (Casio 1; Texas 2.) 
Lukio-opetuksessa on hyödyllistä käyttää sellaisia ohjelmistoja ja laskimia, joita voidaan 
käyttää myös ylioppilaskirjoituksissa. Näin ollen ylioppilastutkintolautakunnan linjaukset 
vaikuttavat siihen, mitä ohjelmistoja ja laskimia matematiikan opetuksessa käytetään. Ke-
väästä 2016 alkaen ylioppilaskirjoitusten matematiikan koe tulee olemaan kaksiosainen ja 
vain jälkimmäisessä puoliskossa saa käyttää laskinta. Opetuksessa tullaankin todennäköi-
simmin suosimaan vielä pari vuotta symbolisten laskinten kämmenlaitteita, sillä näitä käm-
menlaitteita saa käyttää myös ylioppilaskokeissa. Syksyllä 2016 lukio-opintonsa aloittavat 
opiskelijat tulevat kirjoittamaan matematiikan ylioppilaskokeen keväällä 2019 sähköisenä. 
Syksystä 2016 alkaen tulee opiskelijoiden siis harjoitella myös symbolilaskennan tietokone-
pohjaisia ohjelmistoja.  
Ylioppilastutkintolautakunta on ilmoittanut, mitkä ohjelmistot on mahdollista ottaa mukaan 
ensimmäiseen tuettavaan päätelaitteeseen keväällä 2019. Näistä ohjelmistoista symboliseen 
laskentaan kykenevät wxMaxima, Texas Instrumentsin N-spire, Casion ClassPad Manager 
ja GeoGebra. (YTL 2014.) Kaikki nämä ohjelmistot ovat ylioppilaskokeessa kokelaan käy-
tettävissä.  
Ohjelmistoista kaksi, wxMaxima ja GeoGebra, ovat ilmaisversioita, joita opiskelija voi hyö-
dyntää opiskelunsa tukena koko lukioajan ja käyttää niitä myös ylioppilaskirjoituksissa. N-
spire ja ClassPad Manager ovat puolestaan maksullisia ohjelmistoja. Niiden ilmaisversiot 
ovat käytettävissä vain ylioppilaskoetilanteessa. Opiskelija voi halutessaan hankkia opiske-
lunsa tueksi tällaisen ohjelmiston, jolloin ohjelmiston käyttäminen myös ylioppilaskirjoitus-
ten aikana on helpompaa, sillä ohjelmisto on entuudestaan tuttu. Opiskelijalla on halutessaan 
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mahdollisuus käyttää vaikka kaikkia neljää ohjelmistoa. Käytännön syistä on kuitenkin hyö-
dyllisintä valita yksi ohjelmistoista ja harjoitella systemaattisesti sen käyttöä. Näin opiskelija 
pystyy hyödyntämään laskinohjelmistoa tehokkaasti myös koetilanteessa.  
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2 Tutkimusnäkökulma 
Tässä luvussa esitellään symbolisesta laskimesta tehtyjä opinnäytetöitä. Näiden pro gradu    
-tutkielmien johdattamana päädytään tämän tutkielman aiheen rajaukseen ja tutkimusnäkö-
kulman syntymiseen.  
2.1 Aikaisemmat opinnäytetyöt 
Suomessa on tehty jo muutamia pro gradu -tutkielmia, joissa käsitellään symbolista lasken-
taa ja laskinta. Seuraavaksi esitellään tämän työn kannalta olennaisimmat tutkielmat.  
Oulun yliopistossa on tehty kaksi pro gradu -tutkielmaa, joissa käsitellään symbolista las-
kinta (Tofferi 2013; Kangas 2014). Ensimmäisessä työssä Tofferi (2013, 1) pohtii symboli-
sen laskimen vaikutusta opetukseen. Tutkielman lähtökohtana on tutustua artikkeleihin, 
joissa käsitellään symbolisen laskimen opetuskäyttöä. Tofferi (2013, 1-3) selventää teoreet-
tisia viitekehyksiä, joita yleisesti tutkimuksissa käytetään ja kertoo käytännön tutkimuksista 
laskimen opetuskäyttöön liittyen. (2013.) Toisessa tutkielmassa aiheena oli symbolisten las-
kinten käyttö lukion matematiikan opetuksessa. Tutkielmassaan Kangas (2014, 3-4) pyrkii 
selvittämään kolmen suositun teoreettisen viitekehyksen avulla, miten matematiikkaa tulisi 
opettaa symbolista laskinta hyödyntävässä opetusympäristössä. Näistä viitekehyksistä kaksi 
ensimmäistä ovat instrumentaalinen ja antropologinen viitekehys ja kolmas on pedagogisen 
kartan taksonomia.  
Myös Tampereen yliopistossa on tehty kaksi pro gradu -tutkielmaa, joissa käsitellään sym-
bolista laskentaa. Ensimmäisessä niistä selvitettiin tulevien matematiikan opettajien odotuk-
sia, asenteita ja intentioita CAS-teknologian opetuskäyttöä kohtaan. Tutkimukseen osallis-
tuneista matematiikan opettajaopiskelijoista (N=55) 75% ilmoitti pyrkivänsä yhdistämään 
CAS-teknologian mukana tuomat työkalut lukion matematiikan opetuksen arkeen. Tutki-
muksen mukaan monet opiskelijoista ovat kuitenkin sitä mieltä, että heidän suhteensa CAS-
teknologiaan on jäänyt melko etäiseksi. Toisin sanoen, symbolisen laskennan käyttäminen 
on heille vierasta eivätkä he tunne symbolisen laskennan tuomia pedagogisia mahdollisuuk-
sia. (Lakervi 2013, 60.) Toisessa Tampereen yliopiston pro gradu -tutkielmassa käsiteltiin 
kirjallista kielentämistä ja kämmentietokoneita lukion pitkässä matematiikassa. Tutkimuk-
sen jälkimmäinen puolisko liittyy kämmentietokoneisiin eli symboliseen laskimiin. Tutki-
muksessa selvitettiin, miten symboliset laskimet vaikuttavat opiskelijoiden matemaattiseen 
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ajatteluun. Tutkimukseen osallistuneiden opiskelijoiden mielestä symbolisen laskimen 
avulla heidän matemaattinen osaamisensa kehittyy, sillä he hahmottavat tehtäviä paremmin. 
Lisäksi oppilaat kokivat kämmentietokoneen käytön harjoittelun tarpeelliseksi luokkahuo-
neessa. (Väänänen 2014, 50-51.) 
2.2 Tutkimusnäkökulman syntyminen 
Esiteltyjen opinnäytetöiden perusteella symbolisen laskennan teoreettista viitekehystä on jo 
tutkittu kahdessa työssä (Tofferi 2013, Kangas 2014). Lisäksi Lakervin (2013) tutkielman 
mukaan matematiikan opettajat ja opettajaopiskelijat kokevat CAS-teknologian positiivi-
sena asiana, mutta samaan aikaan se tuntuu etäiseltä, sillä symbolisen laskennan pedagogi-
sesta hyödyntämisestä tuntuu olevan vasta vähän tietoa. Väänänen (2014) havaitsi tuloksis-
saan, että oppilaat kokivat hyötyvänsä symbolisista laskimista, mutta myös tarvitsevansa 
apua niiden käyttämisen opettelemisessa. On siis tärkeää selvittää, miten symbolisia laski-
mia voidaan konkreettisesti hyödyntää matematiikan lukio-opetuksessa. 
Tässä pro gradu -tutkielmassa pyritään keskittymään tähän näkökulmaan yhden opetettavan 
aihealueen näkökulmasta. Integraalilaskennan kurssi valikoitui aiheeksi kahdesta eri syystä. 
Ensinnäkin integraalilaskenta sisältää perinteisesti paljon mekaanisen laskennan harjoitte-
lua, jonka opetuksessa symbolinen laskin voi tarjota uudenlaisia pedagogisia lähestymista-
poja opetukseen. Lisäksi aihepiiri sopi gradun kirjoittamisen aikatauluun, sillä integraalilas-
kennan kurssi pidetään monissa lukioissa alkusyksystä. 
Tutkielmassa esitellään matematiikan tutkimuksen teoreettisia viitekehyksiä ja pyritään yh-
distämään ne matematiikan oppimisen taustalla olevaan teoriatietoon. Tämän lisäksi käy-
dään läpi, mitä symbolisella laskimella voidaan tehdä integraalilaskennan osalta. Tuloksena 
on tarkoitus löytää konkreettinen hyödyntämistapa symboliselle laskimelle ja suunnitella tä-
män pohjalta pieni opetuskokonaisuus, joka toteutetaan yleislukion integraalilaskennan 
kurssilla. Lopuksi raportoidaan opetuskokeilusta tehdyt havainnot ja peilataan niitä takaisin 
teoriatietoon.   
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3 Teoreettinen tausta  
Tässä luvussa käydään läpi kolme teoreettisia viitekehystä, joita voidaan hyödyntää symbo-
lisen laskimen opetuskäytön suunnittelussa. Ensin käsitellään instrumentaalinen lähestymis-
tapa (Trouche 2004). Tämän jälkeen esitellään pedagogisen kartan taksonomia (Pierce & 
Stacey 2008; 2010). Lopuksi käydään läpi matematiikan kahdeksan aktiviteetin teoreettinen 
viitekehys, joka on noussut matematiikan historian tutkimuksesta (Zimmermann 2003). 
3.1 Instrumentaalinen lähestymistapa 
Trouchen (2004) mukaan työkalut muokkaavat ympäristöään. Esimerkiksi kirjoitusvälinei-
den kehittyminen 1800-luvulla toi helpotusta pidempien laskutoimitusten tekemiseen ja tä-
män myötä myös aritmetiikan opiskelu siirtyi aikaisempaan vaiheeseen opintoja. Trouche 
korostaa työkalujen ja kulttuurin välistä linkittymistä siteeraamalla Francis Baconia: “Hu-
man hand and intelligence, alone, are powerless: what gives them power are tools and assis-
tants provided by culture.” (2004, 282-283.) 
Trouche (2004) esittelee artikkelissaan instrumentaalisen lähestymistavan, jonka avulla voi-
daan tulkita symbolisen laskimen muokkautumista esineestä sellaiseksi toimivaksi työka-
luksi, instrumentiksi, jota käyttäjä osaa käyttää ja hyödyntää. Tästä prosessista hän käyttää 
nimeä instrumentin syntyminen. Ennen kuin opiskelija osaa käyttää symbolista laskinta, se 
on vain esine eli artefakti, joka on vailla todellista käyttöarvoa. Kun opiskelija alkaa käyttää 
laskinta, tapahtuu kaksi samanaikaista ja toisista erottamatonta prosessia: instrumentaatio ja 
instrumentalisaatio. (2004, 285; 289-295.) 
Instrumentaatio on prosessi, jonka laskin eli artefakti kohdistaa käyttäjään. Tässä prosessissa 
laskin jättää jälkensä käyttäjään. Tämä tapahtuu esimerkiksi siten, että artefakti mahdollistaa 
käyttäjää keksimään toiminnot, joita sillä voi suorittaa. Näiden toimintojen löytäminen 
muokkaa käyttäjän ajattelua ja samalla käyttäjä oppii artefaktin mukana tuomat mahdolli-
suudet ja rajoitteet. (Trouche 2004, 290-292.) 
Instrumentaation lisäksi tapahtuu instrumentalisaatio. Tässä prosessissa käydään läpi eri vai-
heita, joita käyttäjä kohdistaa artefaktiin. Näistä vaiheista yhtä kutsutaan nimellä personali-
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saatio, jossa käyttäjä löytää ja valitsee laskimen olennaiset toiminnot. Tämän lisäksi tapah-
tuu artefaktin muuttaminen, jossa käyttäjä esimerkiksi luo laskimeen pikatoimintoja ja 
muokkaa työnäkymiä. (Trouche 2004, 293-295.) 
Symbolinen laskin sisältää useita eri ominaisuuksia, kuten symbolisen laskennan, laskenta-
taulukot ja mahdollisuuden piirtää kuvaajia. Kaikki nämä laskimen ominaisuudet ovat yk-
sittäisiä artefakteja opiskelijan vasta tutustuessa niihin.  Symbolisen laskimen mukaantulon 
myötä tapahtuu siis useita instrumenttien syntymisiä, kun nämä laskimen eri toiminnot saa-
vat tarkoituksensa ja ne muodostuvat käyttäjän työkaluiksi. Opettaja toimii tämän prosessin 
valvojana ja pyrkii pedagogisilla valinnoillaan helpottamaan artefaktin muuttumista instru-
mentiksi eli tukemaan instrumentaatiota ja instrumentalisaatiota. Trouche (2004) kutsuu tätä 
opettajan toimintaa instrumentaaliseksi orkestraatioksi. Instrumentaalinen orkestraatio mah-
dollistaa laskimen, artefaktin, onnistuneen integroinnin oppimisympäristöön. (2004, 296-
305.) 
3.2 Pedagoginen kartta 
Kahden viimeisen vuosikymmenen aikana kokemukset ja tutkimukset symbolisen laskimen 
käytöstä toisen asteen koulutuksessa ovat lisääntyneet. Näiden tutkimusten valossa Pierce ja 
Stacey (2008) ovat huomanneet, kuinka symbolisen laskennan hyödyntäminen opetuksessa 
tarjoaa tärkeitä mahdollisuuksia opetuksen muuttamiseen ja parantamiseen. Artikkelissaan 
he esittelevät pedagogisen kartan, joka on viitekehys niille tavoille, joilla symbolista lasken-
taa voidaan hyödyntää matematiikan opetuksen kehittämisessä. (2008, 6.) Artikkelissaan 
(2010) he laajentavat tätä karttaa koskemaan kaikkia tietokonepohjaisia matemaattisia ana-
lyysiohjelmistoja, joista he käyttävät nimitystä MAS (mathematical analysis software). Näi-
hin ohjelmistoihin lukeutuvat symbolisen laskennan ohjelmistot ja symboliset laskimet, 
graafiset laskimet, dynaamiset geometrian ohjelmistot ja tilastolaskennan ohjelmistot. Tästä 
laajennetusta kartasta he käyttävät nimitystä pedagogisen kartan taksonomia. (2010, 1-4.) 
Tässä tutkielmassa rajoitutaan tutkimaan karttaa symbolisen laskimen osalta. 
Pierce ja Stacey ovat kehittäneet pedagogisen kartan taksonomian laajan kirjallisuuskatsauk-
sen, oman 25 vuoden aikana tehtyjen tutkimusprojektien ja MAS:ia hyödyntävien opetusko-
kemuksien perusteella. Taksonomian tarkoituksena on järjestää ja tiivistää ne tavat, joilla 
symbolista laskentaa voidaan hyödyntää pedagogisesti. (Pierce & Stacey 2010, 3-4; 2008.) 
Kuvassa 1 esitetään pedagoginen kartta (suomennos tekijän). 
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Kuva 1. Pedagoginen kartta (Pierce & Stacey 2010, 6, mukaillen). 
Pedagogisessa kartassa korostuu sekä symbolisen laskimen toiminnalliset että pedagogiset 
mahdollisuudet. Toiminnalliset mahdollisuudet liittyvät laskimen käyttöön ja sen hyödyntä-
miseen laskentavälineenä. Laskimen avulla voidaan suorittaa laskutoimituksia ja lausekkei-
den käsittelyjä nopeasti ja virheettömästi. Symbolinen laskenta kehitettiinkin alun perin juuri 
helpottamaan matemaatikkojen työskentelyä. Laskimen pedagogiset mahdollisuudet liitty-
vät puolestaan oppimisen parantamiseen. (Pierce & Stacey 2010, 3-4; 2008, 6-7.) 
Symbolisen laskimen toiminnallisten mahdollisuuksien avulla osa matematiikasta voidaan 
ulkoistaa laskimelle ja näin laskin luo pedagogisia käyttömahdollisuuksia. Tämä havainnol-
listuu kartan muodossa, jossa toiminnalliset mahdollisuudet ovat kartan alaosassa ja pysty-
suuntaiset nuolet kuvaavat sitä, kuinka tämä toiminnallisuus mahdollistaa pedagogisten 
mahdollisuuksien syntymisen. (2010, 3-6.) 
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Pierce ja Stacey ovat identifioineet 10 erityyppistä pedagogista mahdollisuutta ja nimenneet 
ne kuvan 1 mukaisesti. Pedagogisen kartan mukaan symbolisen laskimen tarjoamat opetuk-
selliset hyödyt voidaan jakaa kolmeen eri tasoon sen mukaan, minkälaiseen toimintaan las-
kin vaikuttaa. Jokainen taso liittyy kiinteästi joihinkin tiettyihin symbolisen laskennan omi-
naisuuksiin, jotka mahdollistavat tämän tason pedagogisten mahdollisuuksien syntymisen. 
(Pierce & Stacey 2010, 3-6.) Nämä symbolisen laskennan ominaisuudet on listattu kuvaan 
tason nimen perään.  
Ensimmäinen taso esittelee symbolisen laskimen tuomat hyödyt opiskelijoiden suorittamien 
toimintojen nopeuteen, saatavuuteen ja tarkkuuteen. Laskimen avulla opiskelijoilla on mah-
dollisuus käsitellä matematiikkaa vaivattomammin symbolisilla, graafisilla ja numeerisilla 
esitystavoilla. Näitä kutsutaan tehtävätason pedagogisiksi mahdollisuuksiksi. (Pierce & Sta-
cey 2010, 5-6; 2008, 6-7.) 
Tehtävätason mahdollisuudet ovat olleet useimpien tutkimusten kohteena. Symbolisen las-
kennan avulla voidaan tukea kynä-paperi -taitojen kehittymistä, esimerkiksi yhtälöiden rat-
kaisemisessa, jossa opiskelijan tulee opetella kahta erillistä komponenttia samaan aikaan: 
yhtälöiden ratkaisustrategioita ja toisaalta algebrallisten ilmaisujen tarkkaa käsittelyä. Las-
kimen avulla opiskelija voi hetkellisesti ulkoistaa jälkimmäisen taidon opetellakseen ensim-
mäistä taitoa. (Pierce & Stacey 2010, 6-9.) 
Tehtävätason mahdollisuuksiin sisältyy myös tilanteet, joissa voidaan hyödyntää oikean da-
tan käsittelyä ja muodostaa matemaattisia malleja arkielämän tilanteista. Symbolisen laski-
men avulla voidaan luoda opetustilanteita siten, että opiskelijat saavat esimerkiksi tutkia, 
miten jokin parametri vaikuttaa funktion kuvaajaan. Näin ollen symbolinen laskenta voi hel-
pottaa opiskelijoita kehittämään ja ymmärtämään yleistettyjä ilmaisuja, kun he saavat itse 
tutkia tilanteita ja rakentaa omaa mentaalista malliaan tilanteesta. (Pierce & Stacey 2010, 6-
9.) 
Tehtävätason viidentenä mahdollisuutena ovat tilanteet, joissa symbolinen laskenta mahdol-
listaa symbolisten, numeeristen ja graafisten esitysmuotojen linkittämisen. Opiskelijoiden 
kyky linkittää erilaisia esitysmuotoja toisiinsa ja liikkua sujuvasti niiden välillä on monissa 
tutkimuksissa todettu olevan avain siihen, miten hyvin opiskelija ymmärtää matematiikkaa. 
Symbolisen laskennan on monissa tilanteissa todettu rohkaisevan opiskelijoita kokeiluun, 
tutkimiseen ja löytämään yleistyksiä. (Pierce & Stacey 2010, 6-9.) 
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Kuvan 1 keskimmäinen rivi kiinnittää huomiota luokkahuonetason pedagogisiin mahdolli-
suuksiin. Symbolinen laskin voi muuttaa luokkahuoneen dynamiikkaa ja didaktista suhdetta 
opettajan ja opiskelijan välillä. Nämä mahdollisuudet nousevat symbolisen laskimen mu-
kana tulevista ominaisuuksista esittää ratkaisuprosesseja ja lopputuloksia yhteisesti luokka-
huoneessa esimerkiksi projektorin välityksellä. Lisäksi symbolinen laskin siirtää osan opet-
tajan matemaattisesta asiantuntijuudesta opiskelijalle. Näin ollen myös opettajan rooli luok-
kahuoneessa voi muuttua. (Pierce & Stacey 2010, 6-9; 2008, 6-7.) 
Symbolinen laskin tarjoaa myös konstruktivistisen lähestymistavan mukaisia luokkahuone-
tason muutoksia. Laskimen käyttö mahdollistaa itsenäisemmän työskentelyn ja opetuksen ei 
tarvitse olla perinteistä opettajajohtoista opetusta. Tällöin opiskelijat voivat ottaa aktiivisem-
man roolin omassa oppimisessaan. Opiskelijat voivat oppia käyttämään symbolista laskentaa 
siten, että se tukee heidän matemaattisia kokeilujaan ja he voivat myös esittää löydöksensä 
opettajalle ja muulle luokalle. Symbolisen laskennan läsnäolo luokassa voi toimia myös 
vaihtoehtona sosiaalisen dynamiikan muuttumiseen. Opiskelijat voivat laskimen avulla työs-
kennellä yhteistyössä ja keskustella matematiikasta. (Pierce & Stacey 2010, 6-9; 2008, 6-7.) 
Kuvan 1 kolmanteen tasoon kuuluvat mahdollisuudet, jotka kohdistuvat matematiikkaan op-
piaineena. Nämä oppiainetason muutokset nousevat symbolisen laskimen mahdollisuuksista 
määrittää uudelleen tavoitteita ja menetelmiä, joita matematiikan opetuksessa ja oppimisessa 
käytetään. Symbolisen laskimen avulla opettaja voi johdattaa opiskelijoita kohti syvempää 
matemaattista ymmärrystä.  Laskimen rajoitteita tai poikkeuksellisen tilanteen kohtaamista 
laskinympäristössä voidaan käyttää matemaattisen keskustelun pohjana. Myös matematiikan 
tavoitteita voidaan muokata vastaamaan paremmin opiskeluympäristöä, jossa laskimet salli-
taan. Tällöin tavoitteita voidaan muokata siten, että annetaan painoarvoa enemmän konsep-
tuaalisen tiedon, käsitteiden ja sovellusten ymmärtämiselle perinteisen mekaanisen laskemi-
sen sijasta. Symbolisen laskimen avulla voidaan korostaa metakognition taitoja ja matemaat-
tisen tiedon yleiskuvan syntymistä. (Pierce & Stacey 2010, 5-6 & 10-12; 2008, 6-7.) 
3.3 Matematiikan historiasta nouseva teoreettinen viitekehys 
Zimmermann (2003) esittelee teoreettisen viitekehyksen, johon hän on päätynyt tekemällä 
pitkän aikavälin tutkimusta matematiikan historiasta. Zimmermann onnistui yhdistämään yli 
5000 vuoden ajalta kahdeksan tärkeintä motiivia ja toimintaa, joiden on todettu hyvin usein 
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johtaneen uuteen matematiikan tulokseen. Nämä ovat siis luonnollinen tapa ajatella mate-
matiikan oppimista. (Zimmermann 2003; Zimmermann, Fritzlar, Haapasalo & Rehlich 
2011.) Kuvassa 2 havainnollistetaan tämän teoreettisen viitekehyksen matematiikan kahdek-
saa aktiviteettia ja niiden linkittymistä toisiinsa. 
 
Kuva 2. Zimmermannin matematiikan kahdeksan aktiviteettia 
(Zimmermann 2003, 42; suomentanut Haapasalo 2004, 80). 
Tärkeimpiä näistä toiminnoista ovat olleet laskeminen, soveltaminen ja konstruoiminen. 
Nämä kolme osa-aluetta liittyvät lähes jokaisen matemaattisen tuotoksen alkuun. (Zimmer-
mann, ym. 2011.) Toistuvat tutkimukset viittaavat siihen, että matematiikan opetus ei tue 
tasapainoisesti näitä kaikkia aktiviteetteja. Erityisesti kuvan oikean puolen toimintojen eli 
niin sanottujen luovien aktiviteettien tuki on matematiikan opetuksessa vaatimatonta. (Haa-
pasalo & Karkkulainen 2014, 1.)  
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4 Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto matematiikassa 
Tässä luvussa esitellään proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon moderni tulkinta. Lisäksi 
tarkastellaan näiden kahden tiedon linkittymistä toisiinsa kehityksellisen ja koulutuksellisen 
lähestymistavan kautta ja näiden samanaikaisen aktivoimisen näkökulmasta.  
4.1 Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto 
Haapasalo ja Kadijevich (2000) esittävät aikaisempien tutkimusten karakterisointien poh-
jalta oman modernin tulkintansa proseduraaliselle ja konseptuaaliselle tiedolle. Proseduraa-
lisella tiedolla tarkoitetaan opiskelijan kykyä suorittaa tarkoituksenmukaisia toimintakaa-
voja ja taitoa operoida sääntöjen ja menetelmien avulla. Tähän vaaditaan yleensä ymmär-
rystä sääntöjen ja menetelmien esitystavoista, vaikka proseduraalisen tiedon käyttäminen 
onkin usein automatisoitua ja tiedostamatonta. (2000, 147-154.) Opiskelijan mentaalimallit 
uuden aihealueen opiskelussa perustuvat pitkälti opiskelijan spontaaniin proseduraaliseen 
tietoon (Haapasalo 2011, 116).  
Konseptuaalisella tiedolla tarkoitetaan opiskelijan omaa tieto- ja käsiteverkkoa ja näiden si-
sältöjen linkittymistä toisiinsa. Matematiikan periaatteiden ja käsitteiden ymmärtäminen si-
sältyy opiskelijan konseptuaaliseen tietoon. Konseptuaalinen tieto eroaa proseduraalisesta 
tiedosta siinä, että sen käyttäminen vaatii tietoista ajattelemista. Opiskelijan matemaattisen 
tiedon yleiskuva muodostuu tämän konseptuaalisen tiedon rakenteista ja matemaattinen ajat-
telu on siten sidoksissa näihin tieto- ja käsiteverkkoihin. (Haapasalo & Kadijevich 2000, 
147-154.) Konseptuaalisella tiedolla tarkoitetaan oppijan omia mentaalisia malleja ja kon-
struktioita, joten linkkien ei tarvitse perustua objektiiviseen tietoon (Haapasalo 2004, 53). 
4.2 Proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon linkittäminen 
Yksilö- ja yhteisötasolla suurin osa toiminnoista tapahtuu ilman sen kummempaa ymmärtä-
mistä tai pohdiskelua miksi. Toisaalta opetuksen ja koulutuksen näkökulmasta opetustilan-
teiden lähtökohdaksi asetetaan tietoinen ja ymmärretty toiminta. Tämä proseduraalisen ja 
konseptuaalisen tiedon vastakkainasettelu havainnollistuu opetustilanteiden suunnittelussa; 
voidaan joko korostaa spontaania proseduraalista tietoa ja toivoa, että tämän kautta jossain 
vaiheessa asia ymmärretään paremmin ja päästään kohti konseptuaalista tietoa, tai painottaa 
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aluksi vahvan konseptuaalisen tiedon syntymiseen, josta sitten jatketaan kohti proseduraali-
sen tiedon jalostamista. (Haapasalo 2004, 50; 61.) Haapasalo (2011, 117) toteaa, että useim-
pien tutkijoiden mielestä proseduraalisen tiedon saavuttamiseksi tarvitaan ainakin jonkin as-
teinen konseptuaalinen tieto.  
Haapasalo & Kadijevich (2000) määrittelevät kaksi pedagogista lähestymistapaa prosedu-
raalisen ja konseptuaalisen tiedon linkittämiseen. Kehityksellisen lähestymistavan mukaan 
proseduraalisen tiedon kautta edetään konseptuaaliseen tietoon. Vastaavasti koulutuksellisen 
lähestymistavan mukaan konseptuaalinen tieto nähdään edellytyksenä proseduraalisen tie-
don syntymiselle. (Haapasalo & Kadijevich 2000, 147-154.)  Nämä molemmat yhdistyvät 
samanaikaisen aktivoinnin periaatteessa, jonka mukaan proseduraalinen tieto on välttämätön 
ja riittävä ehto konseptuaaliselle tiedolle (Haapasalo & Karkkulainen 2014, 2). Teknologian 
avulla opiskelu tarjoaa lupaavia mahdollisuuksia tällaisten oppimistilanteiden luomiseksi 
(Haapasalo 2011, 60). 
Matematiikan oppiminen kytkeytyy spontaanin proseduraalisen tiedon jalostamiseen. Haa-
pasalon ja Karkkulaisen mukaan tämä on sopusoinnussa Piagetin ja Vygotskin näkemysten 
kanssa, joiden mukaan ”tieto ei ala käsitteistä, vaan käsitteet ovat seurausta siitä, että yksilö 
tietää jotakin”. (Haapasalo & Karkkulainen 2014, 2.) Opiskelija tarvitsee konseptuaalista 
tietoa voidakseen selvitä tilanteesta, jossa hänen tulee soveltaa matemaattista tietoaan. Toi-
saalta opiskelija tarvitsee soveltamisen suorittamiseen proseduraalisen tiedon hyödyntä-
mistä. (Haapasalo & Karkkulainen 2014, 2-3.) Tämän vuoksi pedagogisten tilanteiden suun-
nittelussa tulee ottaa huomioon, miten proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon tasapaino 
ja yhteensovittaminen tehdään siten, että oppimistilanne olisi mahdollisimman mielekäs. Jos 
opettaja haluaa luoda oppimistilanteen, jossa sekä proseduraalinen että konseptuaalinen tieto 
aktivoituvat, on hänen Haapasalon (2011, 117, mukaillen) mukaan kyettävä suunnittelemaan 
ja toteuttamaan opiskeluympäristö, joka toteuttaa seuraavat vaatimukset: 
1. Tilanteen tulee olla oppilaalle sekä psykologisessa että loogisessa mielessä kiin-
nostava. 
2. Tilanteen tulee käynnistää oppilaiden heuristisia prosesseja, – – oltava oppilaiden 
näkökulmasta ongelmia. 
3. Oppilaiden on voitava tulkita ongelma enemmän tai vähemmän spontaanin pro-
seduraalisen tietonsa avulla. 
4. Ongelman on oltava opittavan tiedonalan struktuurin kannalta relevantti. 
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5. Ongelman ratkaisuprosessissa oppilaan on voitava konstruoida konseptuaalista 
tietoa, siis uuden käsitteen relevantit attribuutit (olennaiset tunnusmerkit). (Haa-
pasalo 2011, 117, mukaillen.)  
Tällaista tilannetta voidaan hahmottaa kuvan 3 avulla. Kuvassa havainnollistetaan kehityk-
sellisen ja koulutuksellisen lähestymistavan vuorovaikutusta käsitteenmuodostuksen proses-
sissa. Tällaista lähestymistapaa Haapasalo kutsuu systemaattisen konstruktivismin viiteke-
hykseksi.  
 
Kuva 3. Käsitteenmuodostus systemaattisen konstruktivismin näkökulmasta 
(Haapasalo 2011, 120, mukaillen). 
Käsitteenmuodostuksen alussa hyödynnetään oppilaan spontaania proseduraalista tietoa, 
jota lähdetään jalostamaan orientoimisvaiheen kautta. Proseduraalisesta tiedosta liikkeelle 
lähteminen edustaa kehityksellistä lähestymistapaa. Koulutuksellisen lähestymistavan 
kautta painotetaan eri esitysmuotojen välisten linkkien muodostamista. Tällöin toiminnassa 
linkittyvät myös konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto (P/C linkit). Kun opiskelija pääsee 
tuottamisvaiheeseen muodostaessaan jollekin asialle esimerkiksi laskusäännön, hän on sa-
malla konstruoinut itselleen pitkälle kehittynyttä proseduraalista tietoa. (Haapasalo 2011, 
120.) 
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4.3 Symbolisen laskimen hyödyntäminen proseduraalisen ja konseptuaa-
lisen tiedon linkittämisessä 
Haapasalo ja Karkkulainen (2014) käsittelevät kirjassaan, miten symbolisen laskimen avulla 
voidaan aktivoida samanaikaisesti käsitteellistä ja menetelmällistä tietoa. He antavat esimer-
kin kahdeksannen luokan oppilaasta, joka tutustui symbolisella laskimella hänelle täysin uu-
teen asiaan kesäloman aikana. Oppilas selvitti suoran yhtälön parametrien vaikutukset suo-
ran asentoon ja sijaintiin kokeilemalla spontaanisti yhtälöön erilaisia lukuja. Lisäksi hän teki 
omannäköisen tulkinnan havaitusta ilmiöstä, jonka mukaan vakiotermi liikuttaa suoraa pit-
kin x-akselia. Oppilas teki siis uudenlaisen tulkinnan tilanteesta ja siten konstruoi itselleen 
omaa matemaattista tietoaan. (Haapasalo & Karkkulainen 2014, 2-3.) Hän kykeni symboli-
sen laskimen avulla aktivoimaan sekä proseduraalista että konseptuaalista tietoaan ja konst-
ruoimaan täten oman mentaalisen mallin suoran yhtälöstä. 
Haapasalon ja Siekkisen (2005, 64) mukaan proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon ra-
kentumista voidaan parantaa oppimisympäristöissä, joihin on integroitu mukaan teknologian 
mukana tuomia elementtejä. Tästä esimerkkinä on ClassPad-projekti, jossa opiskelija pystyi 
käyttämään ”raahaa ja pudota” -tekniikkaa laskimella ja liikkumaan aktiivisesti algebrallisen 
ja geometrisen esitysmuodon välillä. Näin opiskelija kykeni yhdistämään tehokkaasti sekä 
proseduraalista että konseptuaalista tietoaan ja samaan aikaan parantamaan omia metakog-
nitiivisia taitojaan. (2005, 64; Eronen & Haapasalo 2010, 701.) 
Opetustilanteiden tulisi rakentua pedagogisesti siten, että ne ovat älyllisesti ja henkisesti 
mielekkäitä opiskelijalle. Teknologia mahdollistaa esimerkiksi siirtymisten algebrallisen ja 
geometrisen esitysmuotojen välillä, vaikka opiskelija käsittelee aihetta vasta spontaanien 
proseduurien varassa. Siten opiskelija kykenee kehityksellisen lähestymistavan mukaisesti 
jalostamaan spontaania proseduraalista tietoaan. Näin saadaan muodostettua tilanne, jossa 
teknologia tarjoaa ponnahduslaudan proseduraalisen tiedon hyödyntämiselle siten, että sa-
maan aikaan myös koulutuksellisen lähestymistavan mukaisesti konseptuaalinen tieto pää-
see kehittymään. Tämä tarjoaa uudenlaisen pedagogisen näkökulman opetustilanteiden 
suunnittelulle ja näin ollen opetustilanteissa voidaan huomioida proseduraalisen ja konsep-
tuaalisen tiedon samanaikainen kehittyminen. (Haapasalo & Kadijevich 2003, 5; Eronen & 
Haapasalo 2010, 701.) 
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5 Lukion integraalilaskennan kurssi 
Tässä luvussa käydään aluksi läpi lukion opetussuunnitelmaa ja sitä, millaisia muutoksia 
siihen on tulossa. Tämän jälkeen esitellään, mitä symbolisen laskimen ja GeoGebran CAS-
työikkunan avulla voi tehdä integraalilaskennassa.  
5.1 Integraalilaskentakurssin sisältö opetussuunnitelmassa 
Opetussuunnitelma antaa suuntaviivat matematiikan opetukselle lukiossa. Opetussuunnitel-
massa on lueteltu matematiikan opetuksen tavoitteet ja kurssien keskeisimmät sisällöt. Voi-
massa oleva lukion opetussuunnitelma on vuodelta 2003 ja syksyllä 2016 astuu voimaan 
uusi opetussuunnitelma, jonka luonnos julkaistiin huhtikuussa 2015. Suurin muutos mate-
matiikan osalta on se, että ensimmäinen kurssi on yhteinen pitkän ja lyhyen matematiikan 
opiskelijoille (Opetushallitus 2015, 142).  
Uuden opetussuunnitelman luonnoksessa on otettu huomioon se, että ylioppilaskirjoitukset 
muuttuvat sähköisiksi vaiheittain alkaen syksystä 2016. Matematiikan kokeen vastaukset 
tuotetaan tietokoneella ensimmäistä kertaa kevään 2019 ylioppilaskokeessa. Syksyllä 2016 
opintonsa aloittavat lukiolaiset tulevat siis käyttämään opinnoissaan tietokonetta ja kirjoitta-
maan ylioppilastutkinnon matematiikan kokeen tällaisen sähköisen päätelaitteen avulla. 
Tämä on nähtävissä myös uuden opetussuunnitelman luonnoksessa, jossa yleiseen matema-
tiikan osioon lisättiin seuraava kohta: 
Opiskelija harjaannutetaan käyttämään tietokoneohjelmistoja matematiikan oppimi-
sen ja tutkimisen sekä ongelmanratkaisun apuvälineinä. Matematiikan opiskelussa 
hyödynnetään mm. dynaamisen matematiikan ohjelmistoja, symbolisen laskennan oh-
jelmistoja, tilasto-ohjelmistoja, taulukkolaskentaa, tekstinkäsittelyä sekä mahdolli-
suuksien mukaan digitaalisia tiedonlähteitä. Tärkeää on myös arvioida apuvälineiden 
hyödyllisyyttä ja käytön rajallisuutta. Edellä mainituista apuvälineistä käytetään jat-
kossa nimitystä tekniset apuvälineet. (Opetushallitus 2015, 141.) 
Myös arvioinnin kohdalle on tullut maininta teknisten apuvälineiden käyttämisestä. 
Arvioinnissa kiinnitetään huomiota laskutaitoon, menetelmien ja teknisten apuvälinei-
den valintaan ja käyttöön sekä päätelmien täsmälliseen ja johdonmukaiseen peruste-
lemiseen. (Opetushallitus 2015, 141.) 
Pitkän matematiikan integraalilaskennan kurssin tärkeimmät sisällöt ja tavoitteet tulevat py-
symään pääosin ennallaan. Kurssien järjestystä on muutettu siten, että integraalilaskennan 
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kurssi on jatkossa yhdeksäs pitkän matematiikan kurssi. Alla on suora lainaus voimassaole-
vasta lukion opetussuunnitelmasta. Tummennetulla on merkitty kohta, joka on lisätty uuden 
opetussuunnitelman luonnokseen.  
9. Integraalilaskenta (MAA10)  
Tavoitteet  
Kurssin tavoitteena on, että opiskelija  
- ymmärtää integraalifunktion käsitteen ja oppii määrittämään alkeisfunktioi-
den integraalifunktioita  
- ymmärtää määrätyn integraalin käsitteen ja sen yhteyden pinta-alaan  
- oppii määrittämään pinta-aloja ja tilavuuksia määrätyn integraalin avulla  
- perehtyy integraalilaskennan sovelluksiin  
- osaa käyttää teknisiä apuvälineitä funktion ominaisuuksien tutkimisessa ja 
integraalifunktion määrittämisessä sekä määrätyn integraalin laskemisessa 
sovellusongelmissa.  
 
Keskeiset sisällöt  
- integraalifunktio  
- alkeisfunktioiden integraalifunktiot  
- määrätty integraali  
- pinta-alan ja tilavuuden laskeminen (Opetushallitus 2003, 123; Opetushallitus 
2015, 147) 
Kaikkien lukion matematiikan kurssien yhdeksi tavoitteeksi on lisätty kurssin keskeisten si-
sältöjen tutkiminen käyttäen apuna teknisiä apuvälineitä. Näin ollen uuden opetussuunnitel-
man mukaan matematiikan opetuksen tulisi olla sellaista, että se tukee teknisten apuvälinei-
den käytön oppimista. 
5.2 Integraalilaskentaa symbolisella laskimella 
Seuraavaksi on tarkoitus esitellä symbolisten laskinten toimintoja integraalilaskennan osalta. 
Laskuissa käytetään rinnakkain Casion ClassPad ΙΙ fx-CP400 ja Texas Instrumentsin TI-
Nspire CX CAS laskimia (myöhemmin laskimista käytetään lyhennyksiä Casio ja Texas). 
Tutustuin laskimien toimintaan laskinvalmistajien ohjekirjojen avulla (Casio 2, Texas Inst-
ruments 2). Käytin apuna myös Haapasalon ja Karkkulaisen kirjaa, jossa käydään läpi esi-
merkkejä siitä, mitä symbolisella laskimella ja GeoGebralla voi tehdä koulumatematiikassa 
(Haapasalo & Karkkulainen 2014, 42-48). Tässä luvussa esitetyt kuvat on tehty Texas Inst-
rumentsin kämmenlaitetta vastaavalla tietokoneohjelmalla ja Casion kämmenlaitteella. 
Casion ja Texasin symbolisilla laskimilla voidaan muun muassa integroida potenssi- ja po-
lynomifunktioita, yhdistettyjä funktioita, sini- ja kosinifunktioita, eksponenttifunktioita ja 
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murtofunktioita. Lisäksi näiden symbolisten laskimien avulla voidaan laskea määrättyjä in-
tegraaleja, kahden käyrän väliin jääviä pinta-aloja ja pyörähdyskappaleen tilavuuksia. 
Kuvassa 4 näkyvät Texasin ja Casion laskimien integraali-komennot. Kuvassa vasemmalla 
on näkymä Texasin laskimesta ja oikealla on näkymä Casion laskimesta. Komentoon on 
mahdollista syöttää integroitava funktio ja se, minkä muuttujan suhteen funktiota integroi-
daan. Komennolla voi lisäksi laskea määrätyn integraalin, jos komentoon syötetään integ-
roinnin ylä- ja alaraja. 
  
Kuva 4. Integraali-komennot symbolisilla laskimilla. 
Kuvassa 5 on laskettu muutamien funktioiden integraalifunktioita laskimien integraali-ko-
mennolla. Kuvassa vasemmalla on kuva Texasin laskimesta ja oikealla on kuva Casion las-
kimesta. Symbolinen laskin ilmoittaa vastauksen ilman integroimisvakiota C.  
  
Kuva 5. Funktion integraalifunktion määrittäminen symbolisella laskimella. 
Kuvassa 6 on havainnollistettu Texasin (vasemmalla) ja Casion (oikealla) laskimien esitys-
tapoja määrätyn integraalin määrittämisessä. Algebra-ikkunassa määrätty integraali saadaan 
käyttämällä integraali-komentoa ja syöttämällä mukaan myös integroinnin ylä- ja alaraja. 
22 
 
Graafisesta esityksestä saadaan työikkunan toimintojen avulla määritettyä määrätyn integ-
raalin arvo. Graafisessa esityksessä integraali-komento piirtää myös määrättyä integraalia 
vastaavan pinta-alan kuvaan.  
  
Kuva 6. Määrätty integraali symbolisella laskimella. 
Symbolisen laskimen avulla voidaan laskea kahden käyrän väliin jäävän alueen pinta-ala. 
Tällöin käytetään hyödyksi integraalilaskennan tulosta: 
𝐴 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏
𝑎
. 
Symbolisen laskimen solve-komennolla saadaan selvitettyä kahden käyrän leikkauskohdat. 
Tämän jälkeen voidaan käyttää edellä esitettyä tulosta pinta-alan määrittämiseksi. Sama 
pinta-ala saadaan määritettyä symbolisella laskimella myös graafisesta esityksestä. Kuvassa 
7 on esimerkki tilanteesta, jossa kahden käyrän väliin jäävän alueen pinta-ala määritetään 
sekä Casion algebra-ikkunassa (vasemmalla) että Texasin graafisesta esityksestä (oikealla).  
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Kuva 7. Kahden käyrän välisen alueen pinta-alan määritys symbolisella laskimella.  
Symbolisen laskimen avulla saadaan laskettua myös pyörähdyskappaleen tilavuus. Pyöräh-
dyskappale syntyy, kun funktion kuvaajan osa pyörähtää jonkin suoran tai akselin ympäri. 
Näin muodostuvan pyörähdyskappaleen tilavuus saadaan laskettua seuraavan integraalilas-
kennan tuloksen avulla:  
𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑓(𝑥)2𝑑𝑥
𝑏
𝑎
. 
Kuvassa 8 on esimerkki Casion laskimesta ja tällaisen pyörähdyskappaleen tilavuuden mää-
rittämisestä. Esimerkissä funktion 𝑓(𝑥) = √3𝑥
3
 kuvaajan 0 ≤ 𝑥 ≤ 9 välinen osa pyörähtää 
x-askelin ympäri. Pyörähdyskappaleen tilavuuden määrittämisessä käytetään edellä mainit-
tua tulosta. Casion laskimessa pyörähdyskappaleen tilavuuden voi määrittää myös funktion 
graafisesta esityksestä.  
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Kuva 8. Pyörähdyskappaleen tilavuus 
Casion laskimella. 
Laskimilla voidaan lisäksi määrittää tilavuus, joka syntyy, kun kahden käyrän väliin jäävä 
pinta-ala pyörähtää jonkin suoran tai akselin ympäri. Kuvassa 9 on esimerkki tällaisesta las-
kusta Texasin laskimella. Laskussa selvitetään ensin solve-komennon avulla käyrien leik-
kauspisteet. Tämän jälkeen lasketaan kahden käyrän pyörähdyskappaleiden tilavuuksien 
erotus ja otetaan itseisarvo tästä lausekkeesta. Tällöin saadaan selville pyörähtävän alueen 
muodostavan pyörähdyskappaleen tilavuus. Kuvan oikealla puolella havainnollistetaan 
graafisella esityksellä pyörähtävän pinta-alan sijaintia. 
  
Kuva 9. Pyörähdyskappaleen tilavuus Texasin laskimella. 
 
25 
 
5.3 Integraalilaskentaa GeoGebralla 
GeoGebra-ohjelmistossa käyttäjällä on käytettävissään kuusi erilaista työikkunaa. Näistä jo-
kainen työikkuna on tarkoitettu erilaiseen matematiikan työskentelyyn. Työikkunavaihtoeh-
dot ovat: Algebra, Geometria, Taulukkolaskenta, CAS, 3D-grafiikka, Todennäköisyyslas-
kenta. Käyttäjä voi työskennellä useammassa työikkunassa samanaikaisesti, mikä mahdol-
listaa esimerkiksi algebrallisten ja geometristen esitysmuotojen linkittämisen vaivattomasti. 
Kuvassa 10 on listattu ne integraalilaskennan komennot, jotka ovat käytettävissä GeoGebran 
symbolisessa laskimessa eli CAS-työikkunassa.  
 
Kuva 10. GeoGebran CAS-työikkunan integraalilaskennan komennot. 
Integraali-komennolla voidaan määrittää funktioiden integraalifunktioita sekä laskea mää-
rättyjä integraaleja. Integraaliväli-komennolla voidaan laskea kahden käyrän väliin jäävä 
pinta-ala. Näiden kahden komennon avulla voidaan määrittää myös pyörähdyskappaleen ti-
lavuuksia. 
Integraali[Funktio]-komennolla saadaan integroitua potenssi- ja polynomifunktioita, yhdis-
tettyjä funktioita, sini- ja kosinifunktioita, eksponenttifunktioita ja murtofunktioita. Ko-
mento näyttää vastauksessa myös integroimisvakion C, jolloin Integraali-komennolla saa-
daan määritettyä funktion kaikki integraalifunktiot. Kuvassa 11 on muutama esimerkki siitä, 
miten Integraali-komento toimii ja millaisessa muodossa se antaa vastaukset. 
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Kuva 11. Funktion integraalifunktion määrittäminen 
GeoGebralla. 
Integraali-komennon avulla voidaan laskea määrätty integraali sijoittamalla komentoon in-
tegroitava funktio ja integrointivälin ylä- ja alaraja. Kuvan 12 vasemmalla puolella on nä-
kymä, jonka komento tuottaa, kun se syötetään CAS-ikkunaan. Kuvan oikealla puolella on 
näkymä, jonka GeoGebra tuottaa, jos saman komennon syöttää suoraan Geometria-työikku-
nan syöttökenttään. Tällöin GeoGebra piirtää Geometria-ikkunan koordinaatistoon kuvan 
pinta-alasta, jota määrätty integraali vastaa. Lisäksi se ilmoittaa määrätyn integraalin arvon.  
 
Kuva 12. Määrätty integraali GeoGebran avulla. 
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GeoGebralla voidaan laskea kahden käyrän rajaaman alueen pinta-ala sekä Integraali- että 
IntegraaliVäli-komennolla. Integrointivälin rajat saadaan määritettyä esimerkiksi käyttä-
mällä Ratkaise-komentoa, jonka avulla saadaan kahden funktion kuvaajien leikkauskohdat 
selville. Kun käytetään IntegraaliVäli-komentoa, tulee ottaa huomioon funktioiden syöttö-
järjestys. Se funktio, jonka kuvaaja on integroimisvälillä ylempänä, tulee sijoittaa komen-
toon ensimmäisen funktion paikalle. Jos käytetään Integraali-komentoa, tulee komennon en-
simmäisen argumentin paikalle sijoittaa funktioiden erotuksen itseisarvo. Tähän voidaan 
käyttää GeoGebran abs-komentoa, joka antaa vastauksena sisään syötetyn lausekkeen itseis-
arvon. 
Kuvassa 13 on esimerkki tällaisen kahden käyrän väliin jäävän alueen pinta-alan määrittä-
misestä. Kuvan vasemmalla puolella on CAS-ikkunan näkymä laskusta ja kuvan oikealla 
puolella on Geometria-ikkunan näkymä, jonka avulla voidaan hahmottaa integroinnissa 
muodostuvan pinta-alan sijaintia.  
 
Kuva 13. Kahden käyrän väliin jäävän alueen pinta-alan määrittäminen GeoGebralla.  
GeoGebralla voidaan laskea myös käyrien väliin jäävän kaksiosaisen alueen pinta-ala. In-
tegraaliVäli-komennossa täytyy huomioida, kumpi funktioiden kuvaajista on ylempänä. Ku-
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van 14 esimerkissä molemmat muodostuvista pinta-aloista ovat yhtä suuria. Funktioiden ku-
vaajat vaihtavat järjestystä keskimmäisessä leikkauskohdassa ja tämän vuoksi Integraali-
Väli-komento tuottaa nollan, jos integroidaan koko välin yli. Pinta-ala saadaan määritettyä 
oikein laskemalla pinta-ala osissa kuvan mukaisesti. Toinen tapa laskea pinta-ala on käyttää 
Integraali-komentoa, johon voidaan syöttää funktioiden erotuksen itseisarvo ja tällöin voi-
daan integroida kerralla koko välin yli. Kuvassa vasemmalla puolella on CAS-ikkunan nä-
kymä laskuista ja oikealla puolella on Geometria-ikkunan näkymä muodostuvasta pinta-
alasta. 
 
Kuva 14. Kahden kuvaajan rajaaman kaksiosaisen alueen pinta-alan 
määrittäminen GeoGebralla. 
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Pyörähdyskappaleen tilavuus voidaan laskea GeoGebran Integraali-komennolla. Kuvassa 15 
on esimerkki tilanteesta, jossa funktion 𝑓(𝑥) = √𝑥 kuvaajan 0 ≤ 𝑥 ≤ 5 välinen osa pyöräh-
tää x-akselin ympäri. Kuvan vasemmalla puolella on kuva GeoGebran CAS-ikkunasta. Oi-
kean puoleisessa kuvassa on GeoGebran 3D-ikkunan havainnollistus muodostuvasta pyö-
rähdyskappaleesta.  
 
Kuva 15. Pyörähdyskappaleen tilavuus GeoGebralla. 
5.4 Symbolisen laskennan merkitys integraalilaskennan kurssilla 
Casion ja Texasin symbolisilla laskimilla ja GeoGebran CAS-työikkunan avulla voidaan 
suorittaa kaikki integraalilaskennan kurssilla tarvittava mekaaninen integrointi. Syksyllä 
2016 lukion aloittavilla opiskelijoilla on todennäköisesti käytössään kannettava tietokone, 
jota käytetään opiskelun apuna. Opiskelijalla on siis tulevaisuudessa käytössään laite, joka 
osaa integroida nopeasti ja vaivattomasti. Tämän vuoksi on olennaista miettiä, miten tämä 
tulee huomioida matematiikan opetusta suunniteltaessa.  
Teoriaosasta ja symbolisen laskennan käytöstä nousi idea opetuskokeilulle ja sen toteutuk-
selle. Opetuskokeilun taustalla on ajatus siitä, että symbolisen laskimen avulla voidaan tukea 
opiskelijan integraalilaskennan taitojen kehittymistä. Opiskelija voi myös laskimen tuke-
mana toimia oman matemaattisen tietonsa keksijänä muiden opiskelijoiden ja opettajan tu-
kiessa tätä oppimisprosessia.  
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6 Opetuskokeilun kuvailu ja raportointi 
Tässä luvussa esitellään opetuskokeilu, joka suoritettiin erään yleislukion pitkän matematii-
kan integraalilaskennan kurssilla. Luvussa kuvataan ensin, miten teoriaosan pohjalta päädyt-
tiin juuri tällaiseen opetuskokeiluun. Tämän jälkeen kuvaillaan opetuskokeilun sisältöä ja 
raportoidaan tarkemmin siinä mukana käytetyn alkukyselyn ja loppupalautteen yhteenvedot. 
6.1 Taustateorian pohjalta syntynyt opetuskokeilu 
Integraalilaskennan kurssi sisältää perinteisesti paljon mekaanisen integroinnin harjoittelua. 
Pelkän mekaanisen integroimisen korostaminen ei tarjoa opiskelijalle tilaisuuksia laajentaa 
proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon välistä linkittymistä. Symbolinen laskin tarjoaa 
tällä kurssilla loistavia mahdollisuuksia konseptuaalisen tiedon vahvistamiseen. Kun laskin 
tukee mekaanisen integroimisen suorittamista, opiskelijoiden työmuistin kapasiteettia va-
pautuu konseptuaalisen tiedon linkkien rakentamiseen.  
Haapasalon ja Karkkulaisen (2014, 1) mukaan Zimmermannin matematiikan kahdeksan ak-
tiviteetin luovaa osuutta käytetään kovin suppeasti koulumatematiikassa. Näiden luovien ak-
tiviteettien varassa toimiminen tarjoaisi mielekkään lähtökohdan koulumatematiikalle. 
(2014, 1.) Olisi siis tärkeää suunnitella oppimisympäristöjä, joissa opiskelijat saisivat aktii-
visemmin esimerkiksi keksiä ja konstruoida omaa matemaattista tietoaan. Tämä tarkoittaa 
myös samalla luokkahuoneen dynamiikan muuttumista. Pierce ja Stacey (2008, 6-7) mainit-
sevatkin, että yksi symbolisen laskimen pedagoginen ulottuvuus on sen mahdollisuus muut-
taa luokkahuoneen dynamiikkaa ja didaktista suhdetta opettajan ja opiskelijan välillä.  
Opetuskokeilun ideana oli suunnitella opetustuokio, jossa opiskelija työskentelee muiden 
opiskelutovereidensa kanssa rakentaen aktiivisesti omaa matemaattista tietoaan symbolisen 
laskimen tukiessa tätä oppimisprosessia. Näin opetuskokeiluun on mahdollista yhdistää 
myös Haapasalon (Haapasalo 2011, 120) kuvailema käsitteenmuodostus systemaattisen 
konstruktivismin näkökulmasta. Symbolisen laskimen avulla voidaan tukea integraalilas-
kennan proseduraalisen tiedon käyttämistä ja tehdä sen hyödyntämisestä vähemmän työ-
muistia kuormittavaa. Tämän avulla opiskelijalla on mahdollisuus tehokkaammin aktivoida 
konseptuaalisen tiedon kytkentöjä, joiden avulla matemaattisen yleiskuvan hahmotus voi 
parantua. Lisäksi Trouchen (2004) ajatusten mukaisesti opettaja tukee opetuskokeilussa 
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opiskelijan symbolisen laskimen käyttöä ja toimii näin instrumentaalisen orkestraation joh-
tajana. 
Opetuskokeilussa hyödynnetään pedagogisen kartan kaikkia tasoja. Opetuskokeilun ydin-
ajatuksena on toteuttaa oppitunti, jossa opiskelijat toimivat pareittain tai pienryhmissä työ-
monisteen kanssa ja konstruoivat itselleen omaa matemaattista tietoaan symbolisen laski-
men, muiden opiskelijoiden ja opettajan avustamana. Symbolisen laskimen avulla voidaan 
siten tehdä luokkahuonetason muutoksia ja samalla siirtää matemaattista asiantuntemusta 
opiskelijalle. Hän saa toimia yhdessä muiden opiskelijoiden kanssa asiantuntijoina, jotka 
selvittävät laskimen avulla integraalilaskennan teoriaa. 
Opetuskokeilussa käytetään myös symbolisen laskimen oppiainetason mahdollisuuksia si-
ten, että pyritään tasapainottamaan taitojen ja käsitteiden välistä vuoropuhelua. Lisäksi ko-
keilun tarkoituksena on lisätä luokkahuoneessa puhetta matematiikasta, minkä avulla opis-
kelijoiden on mahdollista parantaa omia ajattelun taitojaan ja kehittää matemaattisen yleis-
kuvan syntymistä. Opetuskokeiluun sisältyy myös tehtävätason muutoksia, sillä laskimen 
avulla tuetaan säännönmukaisuuksien löytämistä ja kynä-paperi -taitojen harjoittelua. 
Opetuskokeilu rakentuu työmonisteesta (liite 1), jonka ohjeiden avulla opiskelijat pyrkivät 
keksimään potenssifunktion integroimissäännön. Lisäksi opiskelijat tutkivat työmonisteen 
avulla polynomifunktioiden integrointia.  
6.2 Opetuskokeilun kuvailu 
Aikaisemman teoriakatsauksen pohjalta suunniteltiin ja suoritettiin yhden oppitunnin (75 
min) pituinen opetuskokeilu. Opetuskokeilu toteutettiin yleislukion integraalilaskennan 
kurssilla. Opetuskokeiluun osallistuvassa ryhmässä oli 18 opiskelijaa. Opetuskokeilun pää-
tarkoituksena oli testata käytännössä teoriaosasta nousseita ideoita ja lisätä tietoa siitä, miten 
symbolisen laskimen pedagogisia mahdollisuuksia voidaan hyödyntää tehokkaammin mate-
matiikan opetuksessa. Lisäksi opetuskokeilun ideana oli tuottaa lisää tietoa siitä, miten pie-
nen opetuskokonaisuuden opettaminen laskimen avustuksella toimii ja mitä on hyvä ottaa 
huomioon tulevaisuudessa samanlaisten opetuskokonaisuuksien suunnittelussa. Opetusko-
keilussa pyrittiin huomioimaan myös se, että vain osalla opiskelijoista on käytössään sym-
bolinen laskin. Tämän vuoksi aiheeksi valittiin sellainen aihepiiri, jonka voi suorittaa myös 
GeoGebran CAS-työikkunan avulla, jonka saa käyttöön älypuhelimen internet-selaimella. 
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Tämän avulla työskentely oli mahdollista siten, että jokaisella opiskelijalla oli käytössään 
laite, jonka avulla voi integroida symbolisesti.  
Oppitunnin lähtökohdaksi otettiin se, että opiskelijat työskentelevät pareittain tai pienryh-
missä työmonisteen (liite 1) avulla. Työmonisteen lisäksi opiskelijoille annettiin ohje 
GeoGebran käytöstä ja integraali-komennon löytämisestä (liite 2). Tämän jälkeen heidän tuli 
sijoittaa integraali-komentoon erilaisia potenssifunktioita ja tutkia, mitä niille tapahtuu. 
Tästä tehtyjen havaintojen avulla opiskelijat muodostivat itselleen potenssifunktioiden in-
tegroimissäännön ja tutkivat myös, millaisilla funktioilla tämä sääntö on voimassa. Lisäksi 
he tutkivat vakion integroimissääntöä, vakion siirtoa ja summan integroimista. Lopuksi opis-
kelijat harjoittelivat vielä potenssi- ja polynomifunktioiden integroimista ja kehittivät näin 
kynä-paperi -taitojaan symbolisen laskimen tai GeoGebran tukemana. 
6.3 Alkukyselyn vastaukset 
Oppitunnin alussa opiskelijat vastasivat alkukyselyyn, jossa selvitettiin heidän pohjatieto-
jaan symbolisen laskimen ja GeoGebran käyttämisestä. Kyselylomake on tutkielman liit-
teenä (liite 3). Alkukyselyn tarkoituksena oli selvittää, mikä opiskelijoiden lähtötaso oli näi-
den ohjelmistojen käytöstä. 
Kyselyyn vastasi 17 opiskelijaa. Taulukossa 1 on esitetty opiskelijoiden vastaukset ensim-
mäiseen kysymykseen, jossa kartoitettiin sitä, kuinka usein opiskelija on käyttänyt symbo-
lista laskinta. Vastauksista on havaittavissa se, että symbolinen laskin ei ollut tuttu laite kai-
kille opiskelijoille. Noin kolmasosa opiskelijoista vastasi käyttävänsä sitä jatkuvasti opiske-
lun tukena, mutta loput heistä eivät olleet päässeet käyttämään sitä aktiivisesti opintojensa 
aikana.  
  
33 
 
Taulukko 1. ”Kuinka usein olet käyttänyt symbolista laskinta?” 
Vastausvaihtoehto Vastausten luku-
määrä 
En koskaan 3 
Kerran tai kaksi 4 
Muutaman kerran 4 
Minulla on oma laskin ja käytän sitä jat-
kuvasti 
6 
Alkukyselyn toinen kysymys liittyi GeoGebran käyttämiseen. Opiskelijoiden vastaukset on 
esitetty taulukossa 2. Vastausten avulla selvisi, että opiskelijat eivät ole käyttäneet 
GeoGebraa aktiivisesti.  
Taulukko 2. ”Kuinka usein olet käyttänyt GeoGebraa?” 
Vastausvaihtoehto Vastausten luku-
määrä 
En koskaan 1 
Kerran tai kaksi 11 
Muutaman kerran 5 
Käytän GeoGebraa jatkuvasti opiske-
lun apuna 
0 
 
6.4 Opetuskokeilun raportointi 
Kokonaisuudessaan opetuskokeilu sujui hyvin. Opiskelijat työskentelivät hyvin oma-aloit-
teisesti ja itseohjautuvasti työmonisteen kanssa ja ryhmätyöskentely tuntui toimivalta. Suu-
rin osa opiskelijoista käytti työmonisteen tekemiseen GeoGebran CAS-työikkunaa. Loppu-
tunnista he osasivat käyttää sitä jo melko sujuvasti. Tähän vaikutti myös se, että opetusryh-
män opettaja kertoi käyttävänsä GeoGebraa jatkuvasti opetuksessaan havainnollistamaan 
opetettavia asioita. Opiskelijat eivät olleet siis itse käyttäneet GeoGebraa aktiivisesti, mutta 
se oli heille entuudestaan tuttu ohjelmisto.  
Kuudella opiskelijalla oli oppitunnilla mukanaan oma symbolinen laskin. Näiden opiskeli-
joiden työskentelystä oli havaittavissa se, että laskin oli muodostunut jo tutuksi työkaluksi, 
jota he käyttävät sujuvasti opiskelunsa apuna. 
Opetuskokeilussa nousi esiin monta asiaa, joita voi pohtia jatkossa tällaisten opetuskokonai-
suuksien suunnittelussa. Huomasin, että osa opiskelijoista olisi tarvinnut vielä yksityiskoh-
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taisemmat ohjeet tai enemmän opettajan avustusta työmonisteen täyttämisessä. Osa opiske-
lijoista sai monisteen valmiiksi 40 minuutissa, kun taas joillakin se jäi vielä kesken 60 mi-
nuutin jälkeen. Osa opiskelijoista osasi itseohjautuvasti käyttää ylimääräisen ajan monimut-
kaisempien tilanteiden tutkimiseen ja työkalujen käytön opetteluun. Osalle ylimääräinen 
aika kului muuhun kuin oppitunnin aiheeseen perehtymiseen.  
Lisäksi huomasin, että GeoGebran ja laskimen antamat erilaiset lausekkeiden esitysmuodot 
hämmensivät opiskelijoita. GeoGebra antoi vastaukset monesti valmiiksi sievennetyssä 
muodossa, jolloin esimerkiksi potenssifunktion integroimissäännön löytäminen oli haasta-
vaa. Toisaalta näiden erilaisten esitysmuotojen pohdiskelu antoi monessa tilanteessa hedel-
mällisen pohjan keskusteluille opiskelijoiden kanssa ja tarjosi monia ns. ahaa-elämyksiä. 
Työmonisteen suunnittelussa olisi siis hyvä ottaa huomioon se, että esimerkiksi potenssi-
funktion integroimissäännön tutkimisessa käytetään tarpeeksi yksinkertaisia funktioita, jotta 
säännön löytäminen on helpompaa. Tämän jälkeen sääntöä voidaan testata myös muilla po-
tenssifunktioilla ja tutkia, päteekö löydetty sääntö.  
Opetuskokeilusta havaitsi sen, että opiskelijat etenevät omassa tahdissaan ja osa heistä olisi 
tarvinnut enemmän aikaa asioiden työstämiseen. Tällaisella oppitunnilla olisi mielekkäintä, 
jos opiskelija saisi käyttää monisteen tekemiseen juuri sen verran aikaa, kun häneltä sen 
tekemiseen kuluu. Tällöin oman matemaattisen tiedon rakentamisesta saataisiin tehokkaim-
min pedagoginen hyöty irti.  
Monet opiskelijoista eivät olleet aikaisemmin käyttäneet GeoGebraa. Pienen harjoittelun jäl-
keen he osasivat käyttää sitä sen verran hyvin, että se tuki opiskelua ja työmonisteen kanssa 
työskentelyä. Välillä GeoGebra toimi hitaasti tai ohjelman käytössä oli muuta haastetta. Esi-
merkiksi älypuhelimen näytössä GeoGebra-ikkunan ruutu on melko pieni, joten työskentely 
oli välillä hieman hankalaa. Tilannetta voisi parantaa siten, että opiskelijoilla olisi käytös-
sään esimerkiksi kannettavat tietokoneet.  
Opiskelijat tekivät hyviä huomioita opiskeltavista asioista ja jäivät pohtimaan monia asioita, 
kuten integroimisvakion merkitystä, erilaisten esitysmuotojen yhtäpitävyyttä ja integroinnin 
merkitsemistapaa. Nämä kaikki olisivat olleet sellaisia asioita, joita olisi voinut käydä vielä 
lopuksi yhteisesti läpi ja opiskelijat olisivat voineet esitellä oman ryhmänsä mielenkiintoisia 
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tuloksia muille ryhmille ja pohdintaa olisi voitu jatkaa yhdessä. Näin olisi voitu koota opis-
kelijoiden tekemät havainnot paremmin ja muiden löytämistä asioista olisi ollut enemmän 
hyötyä myös muille ryhmille. 
6.5 Opiskelijoilta saatu palaute 
Pääteemat opetuskokeilussa olivat ryhmässä ja ryhmän avulla työskentely ja oman mate-
maattisen tiedon konstruoiminen symbolisen laskennan avulla. Loppupalautteen perusteella 
nämä kaksi aihealuetta toimivat opetuskokeilussa hyvin ja ne tukivat oppimisprosessia. Pa-
lautelomake on tutkielman liitteenä (liite 4). 
Palautelomakkeen monivalintavastaukseen vastasi 16 opiskelijaa. Kaikki vastanneet pitivät 
siitä, että saivat opiskella muiden kanssa. Yli puolet vastanneista piti myös siitä, että he sai-
vat keskustella matematiikasta ja saivat vaikuttaa itse opiskeluun ja oppimiseen. Suurin osa 
opiskelijoista piti myös siitä, että he saivat tutustua GeoGebraan tai symboliseen laskimeen. 
Kukaan opiskelijoista ei vastannut, että olisi halunnut mieluummin perinteisen oppitunnin. 
Taulukossa 3 on esitelty opiskelijoiden vastaukset tarkemmin.  
Taulukko 3. ”Pidin oppitunnissa siitä, että…” 
Vastausvaihtoehto Vastausten luku-
määrä 
Sain opiskella yhdessä muiden kanssa 16 
Sain keskustella matematiikasta 13 
Sain itse vaikuttaa opiskeluun ja oppimiseen 10 
Sain tutustua GeoGebraan ja sen käyttämiseen 7 
Sain tutustua symboliseen laskimeen ja sen käyt-
tämiseen 
5 
En pitänyt oppitunnista ja olisin halunnut mie-
luummin perinteisen oppitunnin 
0 
Muu 2 
(opin helpommin, 
itseoivalluksesta) 
Ryhmätyöskentelyä opiskelijat kommentoivat avoimissa kysymyksissä seuraavasti: 
”Ryhmässä yhdessä miettiminen ja toisten auttaminen on hyödyllistä kaikille.” 
”Ryhmätyöskentely auttaa, kun saa pohtia asioita yhdessä ja saa aina apua.” 
”Ryhmässä muut auttoivat jos en osannut/ymmärtänyt.” 
”Muiden kanssa opiskelu auttoi ymmärtämään.” 
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Tämä sama oli havaittavissa myös luokkahuoneessa; opiskelijat keskustelivat matematii-
kasta ja neuvoivat toisiaan tehtävissä. Työskentely oli sujuvaa ja oppitunnilla oli kokonai-
suudessaan innostunut ja positiivinen ilmapiiri.  
Kaikki opiskelijat ehtivät tekemään työmonisteen alkuosan eli he löysivät kokeilemalla po-
tenssifunktion integroimissäännön ja osasivat käyttää sitä apuna polynomifunktioiden integ-
roimisessa. Oppitunnilla oppimistaan asioista opiskelijat totesivat palautelomakkeessa: 
”Opin integroimaan laskimella ja käsin.” 
”Opin integroimista.” 
”Opin uutta integroimisesta ja GeoGebran käytöstä.” 
”Opin potenssifunktion integroimissäännön.” 
Kynä-paperi -tehtävien tekeminen sujui opiskelijoilta hyvin ja monet heistä kommentoivat-
kin sitä, että ryhmätyö oli tällaisen asian työstämiseen tehokasta. He siis hyötyivät yhdessä 
opiskelusta ja toisilleen selittämisestä ja oppivat samalla lisää integraalilaskennasta. 
Opiskelijat kommentoivat positiivisesti myös matemaattisen tiedon konstruoimista: 
”Pidin siitä, että sai ryhmissä oivaltaa uusia asioita.” 
”Säännöt oli helpompi ymmärtää kokeilemalla.” 
”Kaavan itse päättely oli nerokas lisä.” 
”Integroinnin säännöt oppii paremmin, kun ne keksii itse.” 
”Vähemmän muistiinpanoja ja opettajan kuuntelemista, enemmän itse hoksaamista.” 
Oppitunnilla oli havaittavissa se, että opiskelijat olivat innostuneita siitä, että saivat keksiä 
integroimissäännön itse. Eräs opiskelija kommentoi jo oppitunnin aikana, että on kivaa, kun 
kaavaa ei anneta valmiiksi, vaan se pitää keksiä itse. Näin he saivat toimia tutkijoina ja sel-
vittää laskimen avulla uutta matemaattista tietoa. 
Opiskelijat suhtautuivat pääsääntöisesti positiivisesti oppituntiin ja siinä käytettyihin mene-
telmiin: 
”Tunti tuntui menevän melko nopeasti. Uudenlainen työskentelytapa oli virkistävä.” 
”Harvinaisen hauska tunti, jossa tieto ei tuntunut opiskelulta vaan vapaa-ajan vie-
tolta.” 
”Tosi jees, mutta ei jokapäiväisenä työskentelytapana.” 
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”Melko samanlaista eli ’tehkää ja kysykää’. ” 
”Oli mukavaa, eikä iskenyt väsymys tai mielenkiinnon puute, koska sai oikeasti aja-
tella.” 
”Hyvin erilaista, mutta oppi paljon uutta.” 
”Hyvä ja kiinnostava tapa oppia.” 
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7 Pohdinta 
Symbolinen laskin tarjoaa kokonaan uudenlaisia mahdollisuuksia opetuksen järjestämiseen. 
Laskin tukee itsenäisempää työskentelyä, jolloin voidaan suunnitella konstruktivismin hen-
gessä oppimistilanteita, joissa opiskelija saa toimia itse aktiivisemmin oman matemaattisen 
tietonsa rakentajana. Kun lähtökohdaksi valitaan opiskelijan oma tietorakennelma ja omat 
ajatusmallit, voidaan myös tehokkaammin vahvistaa proseduraalisen ja konseptuaalisen tie-
don linkittymistä. 
Opetuskokeilusta tehdyt havainnot olivat sopusoinnussa teoriaosasta nousseiden ideoiden 
kanssa; opetuskokeilun kaltaisessa tilanteessa opiskelija pääsee mielekkäällä tavalla raken-
tamaan itse omaa tietorakennelmaansa muiden opiskelijoiden ja opettajan tukemana. Sym-
bolisen laskennan (symbolinen laskin tai GeoGebran CAS-työikkuna) avulla voidaan tukea 
matematiikan oppimista ja samalla voidaan luoda uudenlaisia oppimisympäristöjä, joissa 
opettajan rooli matemaattisena auktoriteettina muuttuu enemmän ohjaajan rooliksi. Opetta-
jan vastuulle jää edelleen opetuksen suunnittelu, symbolisen laskimen integroiminen ope-
tusympäristöön ja oppimisprosessin tukeminen. 
Tutkielman teoriaosa ja opetuskokeilu nostivat esiin ajatuksia jatkotutkimuskohteiksi. Ope-
tuskokeilun pohjalta heräsi kysymys, miten symbolista laskinta voidaan hyödyntää jonkin 
laajemman aihekokonaisuuden opetuksessa. Toinen näkökulma liittyy laskimen avulla suo-
ritettaviin tehtäviin. Jos symbolista laskinta hyödynnetään vain mekaanisten laskutehtävien 
tarkistamiseen, niin tällöin ei saavuteta laskimen koko pedagogista potentiaalia. On siis tär-
keää tutkia ja kartoittaa, millaisilla tehtävätyypeillä symbolisia laskimia voidaan hyödyntää 
opetuskäytössä paremmin. 
Lukion uudessa opetussuunnitelmassa, joka astuu voimaan syksyllä 2016, tulee korostu-
maan teknisten apuvälineiden käyttäminen opiskelun apuna. Tämä sisältää myös symbolisen 
laskennan ohjelmistojen sisällyttämisen opetukseen. Opetuskokeilun perusteella symbolinen 
laskin on mahdollista integroida osaksi opetusta; opettajan tulee kuitenkin olla tietoinen las-
kimen käyttötavoista ja sen pedagogista mahdollisuuksista. Tämä vuoksi olisi tärkeää, että 
symbolisen laskimen pedagoginen sisältö huomioitaisiin myös matematiikan opettajien kou-
lutuksessa, jotta valmistuvilla opettajilla olisi riittävän hyvät valmiudet symbolisen lasken-
nan hyödyntämiseen.  
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Mielenkiintoisen näkökulman symbolisen laskimen opetuskäyttöön toisi sen yhdistäminen 
yksilöllisen oppimisen menetelmään, joka on käytössä esimerkiksi Martinlaakson lukiossa 
Vantaalla. Tässä yksilöllisen oppimisen menetelmässä opiskelija toimii yksin tai pienryh-
mässä ja etenee kursseilla aihekokonaisuudesta toiseen omassa tahdissaan. Tällöin saadaan 
huomioitua oppijan oma yksilöllinen oppimispolku ja oppimista voidaan rakentaa tehok-
kaammin opiskelijan omien tietorakennelmien varaan.  
Symbolisen laskimen hyödyntäminen yksilöllisen oppimisen menetelmässä voisi ratkaista 
myös tämän tutkielman opetuskokeilussa esille nousseet ajankäyttökysymykset. Jos opiske-
lija saisi käyttää opetuskokonaisuuden opiskeluun juuri sen verran aikaa, kun hän tarvitsee, 
tällöin oppimisprosessi olisi kaikkein mielekkäin. Samalla opettaja voisi myös tarjota enem-
män ohjeistusta ja apua niille opiskelijoille, jotka sitä tarvitsevat.  
Vaikka tämä tutkielma oli vain kapea raapaisu symbolisten laskinten opetuskäytöstä, se 
tuotti lisää tietoa siitä, miten symbolista laskinta on mahdollista käyttää opetustilanteissa 
oppimisen edistämiseksi. Symbolinen laskin mahdollistaa myös uudenlaisten opetusympä-
ristöjen luomisen. Pedagogista karttaa on mahdollista käyttää oman opetuksen suunnitteluun 
ja omien opetusmenetelmien reflektoimiseen. Opetuskokeilusta sai tärkeää tietoa siitä, mitä 
tulee ottaa huomioon tällaisten opetuskokonaisuuksien suunnittelussa. Opetuskokeilun po-
sitiivisen ilmapiirin ja palautteen tukemana on mahdollista hyödyntää tästä tutkielmasta saa-
tua tietoa tulevaisuuden opetustyössä.  
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Liitteet 
LIITE 1: Opetuskokeilun työmoniste 
Tutkitaan, mitä integraalikomento tekee erilaisille potenssifunktioille, eli funktioille, jotka 
ovat muotoa 𝑥𝑟. Tässä r on jokin positiivinen tai negatiivinen kokonaisluku tai murtoluku. 
Listaa alla olevaan taulukkoon erilaisia potenssifunktioita. Määritä integraalikomennon 
avulla näiden funktioiden integraalifunktiot 
Potenssifunktio f(x) Funktion f(x) integraali-
funktio F(x) integraalimerkin-
nän avulla 
Funktion f(x)  
integraalifunktio F(x) 
f(x) 
𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
F(x) 
   
   
   
   
   
 
Mitä yhtäläisyyttä havaitset potenssifunktion ja sen integraalifunktion välillä?(Voitko muu-
taman funktion integroinnin jälkeen päätellä, minkä säännön mukaan potenssifunktiot in-
tegroituvat) 
 
Yllä olevan tiedon perusteella muodosta potenssifunktion integroimissääntö: 
Potenssifunktion integroimissääntö 
 
                       ∫ 𝑥𝑟 𝑑𝑥 = 
 
 
Päteekö potenssifunktion integroimissääntö kaikilla r:n arvoilla? 
 
Millainen potenssifunktio on kyseessä silloin, kun r=0? Mikä on tällaisen funktion in-
tegraalifunktio?  
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Laske potenssifunktion integroimissäännön avulla seuraavat integraalit: (voit tarkistaa vas-
taukset laskimen/GeoGebran avulla) 
𝑎) ∫ 𝑥 𝑑𝑥                                                         𝑏) ∫ 𝑥3𝑑𝑥 
 
 
𝑐) ∫
1
𝑥2
𝑑𝑥 
 
 
Laske laskimen/GeoGebran avulla seuraavat integraalit:  
∫ 2𝑥2𝑑𝑥 
2 ∫ 𝑥2𝑑𝑥 
Miten seuraava vakion siirto sääntö voidaan ilmoittaa: 
∫ 𝑐 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =                               , c on vakio 
 
 
Laske laskimen/GeoGebran avulla seuraavat integraalit: 
∫(𝑥2 + 𝑥)𝑑𝑥  
∫ 𝑥2 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥 𝑑𝑥 
 
Miten havaintojesi pohjalta voidaan kirjoittaa seuraava summan integrointi sääntö: 
                              ∫[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] =  
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1. Laske seuraavat integraalit. (voit tarkistaa vastaukset laskimen/GeoGebran avulla) 
𝑎) ∫ 2𝑥 𝑑𝑥           𝑏) ∫ 3𝑥2 𝑑𝑥          𝑐) ∫ 5 𝑑𝑥 
 
2. Laske seuraavat integraalit. (Voit tarkistaa vastaukset laskimen/GeoGebran avulla) 
𝑎) ∫(4𝑥 + 3) 𝑑𝑥     𝑏) ∫(𝑥4 + 𝑥3 − 1) 𝑑𝑥      𝑐) ∫
2𝑥6 + 𝑥3
𝑥2
𝑑𝑥 
  
3. Laske seuraavat integraalit. (Voit tarkistaa vastaukset laskimen/GeoGebran avulla) 
𝑎) ∫ 𝑥−3 𝑑𝑥                 𝑏) ∫
1
√𝑥
𝑑𝑥,   𝑥 > 0 
 
4. Määritä funktion 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 se integraalifunktio F(x),  
a) joka toteuttaa ehdon 𝐹(1) = 4, 
b) jonka kuvaaja kulkee pisteen (-1,3) kautta. 
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LIITE 2: GeoGebran käyttöohje 
Mene osoitteeseen www.geogebra.org.  Valitse etusivun listasta ”Aloita luominen”. 
Rullaa avautunutta sivua alaspäin ja valitse sivulta kohta CAS (CAS-ikkunan avautuminen 
voi kestää hetken).  Ruudullesi avautuu kaksiosainen näkymä, jonka vasemmanpuolimmai-
nen ikkuna on CAS-ikkuna. Saat vasemman puolen suuremmaksi vetämällä näkymän kes-
kellä olevaa viivaa ruudun oikeaan laitaan. 
Sivun vasemman puoleisen ikkunan syöttökenttään voi kirjoitta tekstiä tai laskutoimituk-
sia. Voit syöttää CAS-ikkunan syöttökenttään tekstiä valitsemalla näppäistön kohdan 
”ABC”.  
Jos näppäimistö ei näy, klikkaa sivunäkymän vasemmassa alakulmassa olevaa näppäimis-
tön kuvaa. 
Tutkitaan GeoGebran integraali-komentoa. Syöttökenttään kirjoitetaan sana ”integraali”, 
jolloin GeoGebra ehdottaa erilaisia integraalitoimintoja. Valitse listasta kohta ”In-
tegraali[Funktio]”, jolloin komennon ”Funktio” kohtaan voi syöttää halutun funktion 
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LIITE 3: Alkukysely 
Alkukysely 
Vastauksiani saa käyttää pro gradu tutkielmassa?  
(Vastaukset ovat täysin nimettömiä ja tunnisteettomia.) 
o Kyllä 
o Ei 
 
Kuinka usein olet käyttänyt symbolista laskinta? 
o En koskaan 
o Kerran tai kaksi 
o Muutaman kerran 
o Minulla on oma symbolinen laskin ja käytän sitä jatkuvasti 
 
Kuinka usein olet käyttänyt GeoGebraa? 
o En koskaan 
o Kerran tai kaksi 
o Muutaman kerran 
o Käytän GeoGebraa jatkuvasti opiskelun apuna 
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LIITE 4: Palautelomake 
Palautelomake  
Voit vastata vapaasti kysymyksiin omien ajatustesi pohjalta. Kaikki vastaukset (positiivi-
set, neutraalit ja negatiiviset) ovat tervetulleita! 
Vastauksiani saa käyttää pro gradu –tutkielmassa (Jos vastausta käytetään tutkiel-
massa, se on täysin nimetön, eikä siihen liitetä tietoa koulusta tai opetusryhmästä. 
Vastaukset ovat siis nimettömiä ja täysin tunnisteettomia.) 
o Kyllä 
o Ei 
Yleinen palaute oppitunnista. Miltä oppitunnilla käytetyt työskentelytavat tuntuivat? 
 
 
Mitä mielestäsi opit oppitunnilla? (Mitä asioita jäi päällimmäisenä mieleen, esimerkiksi 
laskimen käytöstä, GeoGebran käytöstä, integroinnista, ryhmätyöskentelystä.) 
 
 
Millaista opiskelu oli verrattuna normaaliin matematiikan oppituntiin?  
 
 
Pidin oppitunnissa siitä, että…  (Voit valita kaikki vaihtoehdot, jotka kuvaavat tuntemuk-
siasi. Voit myös kuvailla oppituntia omin sanoin kohdassa ”muu”.) 
o Sain opiskella yhdessä muiden kanssa 
o Sain keskustella matematiikasta 
o Sain itse vaikuttaa opiskeluun ja oppimiseen 
o Sain tutustua GeoGebraan ja sen käyttämiseen 
o Sain tutustua symboliseen laskimeen ja sen käyttämiseen 
o En pitänyt oppitunnista ja olisin halunnut mieluummin perinteisen oppitun-
nin 
o Muu:___________________________________________________ 
Vapaa sana. (Voit kommentoida oppitunnin sisältöä tai mitä tahansa oppituntiin liittyvää.) 
 
 
Kiitos opetuskokeiluun osallistumisesta ja kyselyyn vastaamisesta! 
 
